5 Maaratud integraal

5.1 Mairatud integraali moiste

Olgu funktsioon y = f(z) méaaratud 16igul [a; b]. Jaotame 16igu [a; b] suvalisel
viisil punktidega x1, x5, ...z,_1 n osaldiguks, kusjuures

A=Tg< T <Xy < ...<Tp1<xp<...<x,=0>.

Tekkinud osaldigud on [zj_1;xx], kus & = 1, 2, ..., n. Tahistagu Az =
i — Tr_1 k-nda osaldigu pikkust.

Edasi valime igalt osaldigult téiesti suvalise punkti & € [xp_1; 2%, k =
1, 2, ..., n, ja moodustame korrutised f(&x)Axy. Liites need korrutised,
saame summa

sn= Y f(&) Az,
h=1

mida nimetatakse funktsiooni f(x) integraalsummaks 1oigul [a;b].
Jaotuspunktid =1, o, ... on suvalised. Seeaga on osaloikude pikkused
Axy, k=1, 2, ..., n erinevad. Tahistagu \ pikima osaloigu pikkust st

A = max Azy.
1<k<n

Definitsioon 1. Kui piirvasrtus

lim s,

A—0
ei soltu sellest, kuidas on 16ik [a; b] jaotatud osaloikudeks [x)_1; x|, ega sel-
lest, kuidas on valitud punktid &, osaloikudel, siis seda piirvadrtust nimeta-
takse funktsiooni f(x) méératud integraaliks rajades a-st b-ni ja tahistatakse

/ab f(x)dx.

Seda loetakse: integraal rajades a-st b-ni f kohal x de x.

Seejuures integereerimisldigu alguspunkti a nimetatakse alumiseks rajaks
ja 16igu lopp-punkti b iilemiseks rajaks.

Seega definitsiooni kohaselt

b n
/a flods = fimy 3 fle)An



Kui 16igul [a;b] on f(z) > 0, siis integraalsummas esinevad korrutised
f(&)Axy on selliste ristkiilikute pindaladeks, mille alused on Az ja kdrgu-
sed f(&). Selliste ristkiilikute pindalade summa, st integraalsumma s, on
ligikaudu vordne niisuguse kovertrapetsi pindalaga, mis alt on piiratud -
teljega, vasakult sirgega x = a, paremalt sirgega z = b ja iilalt funktsiooni
y = f(x) graafikuga.

Kui vaadelda piirprotsessi A — 0, siis koikide osaldikude pikkused hak-
kavad kahanema ja selleks et osaldigud kataksid kogu 16igu [a; b], tuleb votta
neid osaldike jérjest rohkem. Ristkiilikute pindalade summa s,, hakkab osaldiku-
de arvu kasvades tdpsemalt iseloomustama kovertrapetsi pindala.

Seega, kui 16igul [a;b] on f(x) > 0, siis mddratud integraal tihendab
geomeetriliselt kovertrapetst pindala.

Definitsioon 2. Funktsioone, mis rahuldavad definitsioonis 1 esitatud
tingimusi, nimetatakse loigul [a; b] integreeruvateks funktsioonideks.

Kehtib teoreem.

Teoreem 1. Kui funktsioon f(x) on pidev 1digul [a;b], siis on see ka
integreeruv 16igul [a; b].

Mirkus. Loigul [a; b] katkevate funktsioonide hulgas leidub nii integree-
ruvaid kui ka mitteintegreeruvaid.

5.2 Maéaratud integraali pohiomadused

Omadus 1 Kahe funktsiooni summa méératud integraal on vordne nende
funktsioonide méaaratud integraalide summaga:

/ab[f(x) +g(x)]dz = /abf(x)dx + /abg(:z:)da:. (5.1)

Toestus Méaaratud integraali definitsiooni kohaselt

b n
I= [ 1)+ gle)ldo = lim 317(6) + (6] Ax.

Avades summa maérgi all sulud ja kasutades asjaolu, et summa ei soltu liide-
tavate jirjekorrast, saame

I = lim [Z F(&) Az, + > g(&) Ay
h=1 P

A—0

Summa piirvéddrtus vordub piirvddrtuste summaga, seega
n n
I =1 A li A
lim ; F(&) Az + lim ; 9(&) Ay,
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mille lildetavad on méadratud integraali definitsiooni kohaselt vastavalt vordu-
se (5.1) paremal pool olevad integraalid.
Omadus 2. Konstantse teguri ¢ saab tuua méaratud integraali mérgi alt

vilja: , .
/ cf(x)de = c/ f(z)dz.

Jareldus 1. Kahe funktsiooni vahe méaaratud integraal vordub nende
funktsioonide méaératud integraalide vahega:

/ab[f(a:) — g(x)]dz = /abf(x)dx - /abg(x)dx.

Téestus tugineb kahele esimesele omadusele. Kirjutades f(z) — g(x) =
f(@) + (=1)g(x), saame

b b b b
/ (@) — g())de = / @)+ (—1)g(a))de = / F(@)de+ (~1) / g(x)dz,

mida oligi tarvis toestada.
Omadus 3. Kui f(z) > 0 loigul [a; b], siis ka

b
/ f(z)dz > 0.
Toestus. Kui f(z) > 0 kogu 1digul [a;b], siis on f(z) > 0 igal osaldigul
[Tr—1;2K), k=1, 2, ..., n,seegaka f(&) > 0. Korrutades viimast vorratust

k-nda osaldigu pikkusega, saame f({p)Ax, >0, k=1, 2, ..., n.
Liites n mittenegatiivset suurust, saame mittenegatiivse suuruse st

> f(E) Az = 0.
k=1

Mittenegatiivse suuruse piirvédrtus on piirprotsessis A — 0 mittenegatiivne
suurus, mis toestabki omaduse.
Jareldus 2. Kui 16igul [a;b] f(z) < g(x), siis

/abf(:c)d:c < /abg(:c)d:c.

Toestus. Eelduse kohaselt g(z) — f(z) > 0, seega omadus 3 jéargi

/ lg(z) — f(z)]dz > 0.
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Jarelduse 1 pohjal
b b
/ g(x)dx —/ f(z)dz >0,
mis ongi véiteks.

Omadus 4. Funktsiooni f(x) méadratud integraali absoluutviirtus on
vaiksem voi vordne selle funktsiooni absoluutvéirtuse méadratud integraalist:

/abf(x)dx < /ab |f(z)|dx.

Toestus. Madratud integraali definitsiooni kohaselt

I = JAzy| <

= ;igg);ﬂgk)mk

= lim
A—0

n n b
<l Y6080 = tim S |60l A0 = [ |f(a)lds
k=1 k=1 a

Omadus 5. Kui vahetada médratud integraalis rajad, muutub mérk in-
tegraali ees vastupidiseks:

/baf(x)dx = —/abf(x)dx

Toestus. Maaratud integraali definitsioonis ei voi piirvéaartus soltuda sel-
lest, kuidas on antud 16ik osaldikudeks jaotatud. Seega voime molema integ-
raali definitsioonis valida samad jaotuspunktid ja koikidel osaloikudel valida
samad juhuslikud punktid &;. Defineerides paremal asuvat médratud integ-
raali st lilkkudes punktist a punkti b, on Az, = x,—x,_1. Defineerides vasakul
asuvat méadratud integraali st liikudes vastupidises suunas punktist b punkti
a, on sama osaloigu ”pikkus”zy 1 — xp = —Ax,. Seega on integraalsumma
iile l6igu [b; al

1

fok —Axp) =Y (&) (—Azp) = = > f(&) Ay

[b;a] k=n

Summa ei soltu liidetavate jarjekorrast, seega

D F(&)(—Axy) = Zf (&) Ay

[bsa]



ja vottes saadud vorduse moélemalt poolt piirvaartuse piirprotsessis A — 0,
saame vaite.

Jareldus 3. Kui médratud integraali alumine ja iilemine raja on vordsed,
vordub integraal nulliga:

LLafcmdx::a

Toestus. Vahetades integraalis rajad, saame omadus 5 pohjal

[tz == [ o

2/; f(z)dx =0,

ehk

millest jareldubki viide.
Omadus 6 (Méiiratud integraali 16igul aditiivsuse omadus).

é%@mz43@@+lv@m.

Toestus. Oletame esiteks, et ¢ asub 16igul [a; ], st a < ¢ < b. Defineerides
vasakul asuvat méadratud integraali jaotame 1digu [a; b] osaldikudeks, valides
esimeseks jaotuspunktiks c. Seda voib teha, sest maaratud integraali definit-
sioonis piirvadrtus ei voi soltuda sellest, kuidas on 16ik osaloikudeks jaotatud.
Jitkates 10igu [a; b] jaotamist suvalisel viisil, tekivad ka loikude [a; ] ja [c; b]
jaotused osaldikudeks. Seega integraalsumma iile kogu 16igu [a; b

D fEAT =D f(&)AT+ Y f() Ay

[a;0] [asc] [c;0]

Kui 16igul [a;b] maksimaalse osaldigu pikkus A — 0, siis molemal tekkinud
16igul maksimaalsete osaldikude pikkused ldhenevad samuti nullile. Seega,
vottes saadud vorduse mélemalt poolt piirvédrtuse piirprotsessi A — 0, saa-
me viite.

Kui ¢ asub véljaspoolldiku [a; b], nditeks ¢ > b > a, siis toestatud juhu

pohjal .
/acf(x)dx = /a f(z)dx + /bcf(x)da:.

[ e = [ sonae~ [ s
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ja omadus 5 pohjal parast viimases integraalis rajade vahetamist

/abf(x)dx _ /acf(x)dx—i— /be(x)dx.

Samuti saab néidata, et omadus jadb kehtima ka juhul ¢ < a.
Omadus 7. Kui m on funktsiooni f(z) vdhim ja M funktsiooni f(x)
suurim vaartus 16igul [a; b], siis

b
m(b—a) < / fz)dz < M(b—a),

st médratud integraal jadb vidhima vadrtuse ja integreerimisloigu pikkuse
korrutise ning suurima véartuse ja integreerimisloigu pikkuse korrutise vahe-
le.

Toestus. Vorratuste toestused on sarnased. Seepéarast toestame ainult pa-
rempoolse vorratuse.

Funktsiooni f(z) suurim véértus 16igul [a;b] on M. Seega iga osaldikudel
juhuslikult valitud punktis & on f(&) < M, stiga k=1, 2, ..., n korral
f(&e) Az, < M Axy. Summeerides saame, et

Zf(fk)Axk < Z MAzxy, =
k=1 k=1

=M@ —zo+axs—x14+23—220+ ... +2,—x01)=M(b—a),

sest téhistuse kohaselt o = a ja x, = 0.
Vottes saadud vorratuse

> F(&) Az, < M(b—a)
k=1
molemalt poolt piirvadrtuse piirprotsessis A — 0 ja arvestades sellega, et
paremal pool on konstantne suurus, saame viite.
Omadus 8 (méiiratud integraali keskviirtuse omadus). Kui funkt-
sioon f(x) on pidev 16igul [a;b], siis leidub vihemalt iiks selline punkt & €
[a; b], et

[ s = s - a)

Toestus. Loigul pidev funktsioon omab vihimat vadrtust m ja suurimat
vaartust M sellel 16igul, seega kehtib omadus 7. Jagades selle viites esineva
molema vorratuse molemat poolt integreerimisléigu pikkusega b — a, saame

1 b
m < b—a/a f(z)dz < M.
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Jarelikult

b—a
on mingisugune véirtus vihima ja suurima vaartuse vahel. Loigul [a; b] pidev
funktsioon aga omandab koéiki védrtusi vihima ja suurima vadrtuse vahelt,
muuhulgas ka seda véértust. Seega leidub punkt £ € [a; b], milles

! /abf(x)d$

16) = [ fa)ds (52

Korrutades saadud vorduse molemat poolt integreerimisloigu pikkusega b—a,
saame viite.

Omadus 8 viites esinevat védartust f(£) nimetatakse funktsiooni f(x)
keskvddrtuseks loigul [a;b]. Seda arvutatakse valemi (5.2) jargi.

5.3 Mairatud integraali arvutamine. Newton-Leibnizi
valem

Olgu funktsiooni f(x) méaratud 16igul [a;b]. Defineerime 16igul [a;b]
méadratud integraali iilemise raja funktsiooni

O(z) = / o (5.3)

Teoreem 2. Kui f(z) on pidev 16igul [a; b], siis ®'(z) = f(x).
Toestus. Toestuseks kasutame funktsiooni ®(x) definitsiooni

, . O(r+ Ax) — O(x

Kasutades méadratud integraali 16igul aditiivsuse omadust leiame
x+Ax T
O(x+ Az) — O(x) = / f)dt — / ftdt =
T z+Ax ¢ T ;+A:p
/ f(t)dt + / f(t)dt — / f(t)dt = / f(t)dt.

Eelduse kohaselt on f(x) pidev 16igul [a; b]. Seega keskvéértus omaduse pohjal
leidub selline ¢ € [x;x + Az], et

Qx4+ Az) — O(z) = f(§)(z + Az — 2) = f(§)Ax.

Sellest jareldub, et




Tuletise definitsioonis Ax — 0. Jarelikult * + Az — z ja et £ on iiks
punkt z ja x + Az vahelt, siis ka £ — x. Seega

¢'(x) = lim f() = lim f(£)

Az—0 E—x

ning funktsiooni f(z) pidevuse tottu ®'(x) = f(x), mida oligi tarvis toestada.

Teoreemi 2 pohjal on funktsioon ®(x) funktsiooni f(z) algfunktsiooniks.
Kui F(z) on funktsiooni f(z) tuntud algfunktsioon (méératud integraali ta-
beli jérgi voi mingi integreerimismeetodi abil saadud), siis punkti 4.1 lau-
se 1.2 pohjal ®(x) ja F(z) erinevad teineteisest iilimalt konstandi vorra, st
®(z) = F(x) + C. Funktsiooni ®(x) definitsiooni pohjal

F(z)+C = / " . (5.4)

Vottes selles vorduses x = a, saame eelmise punkti jareldusest 3, et

F(a) + C = /af(t)dt =0,

millest C' = —F(a). Asendades selle vordusesse (5.4), saame, et

Flz) — F(a) = / " fyat

ja vottes viimases vorduses = b, tekib vordus

b
F(b) — F(a) = / F(t)dt. (5.5)

Seega on midramata integraalist tuttav algfunktsioon sobiv vahend méaratud
integraali arvutamiseks ja saadud reegel on sonastatav jargmiselt. Funkt-
siooni f(x) méa#ratud integraal rajades a-st b-ni on vordne algfunktsiooni
vadrtuse kohal b ja algfunktsiooni viartuse kohal a vahega. Arvutuste hélbus-
tamiseks kasutatakse kirjaviisi

Asendades vorduses (5.5) integreerimismuutuja t muutujaga z, saame méaaratud
integraali arvutamiseks valemi

— F(b) — Fla), (5.6)

a

[ swie = rie)
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mis on tuntud Newton-Leibnizi valemi nime all.
Naiide 1. Leiame

=lne—Inl=1.
1

do

1 X

=lnzx

Niide 2. Leiame
/ ' xde
0o V1+ x? ‘
Kasutame integreerimiseks vordust d(1 + z?) = 2zdx ja leiame

1 (' 2zdx 1 [1d(1+ 2?)

1
xdx
/0 Vitaz 2J)o Vit 2)y VIt a2
1 1
=5 Wi+ a? =V2-1.
0

Néiide 3. Arvutame funktsiooni f(x) = x? keskviirtuse 1sigul [1; 3].
Keskvédrtuse arvutamise valemi (5.2) jargi lelame

P_l(w 1\_13_ 1
. 2\3 3/ 3 3

1 3 123
= Pde=-T
3—-1/, 23

5.4 Muutuja vahetus méairatud integraalis

Muutuja vahetuse valik soltub integreeritavast funktsioonist ja need
pohimotted on médramata integraali korral 1abi vaadatud.

Méaratud integraali arvutamisel huvitab meid selle arvuline va&rtus, mit-
te esialgse funktsiooni algfunktsioon. Seepérast ei minda méaédratud integraa-
lis parast muutuja vahetust enam tagasi vanale muutujale, vaid arvutatakse
rajad uue muutuja jaoks.

Tehes méaratud integraalis

/abf(x)d:v

muutuja vahetuse x = p(t), leiame dz = ¢/(t)dt, vorrandist ¢(t) = a uue
muutuja jaoks alumise raja t = « ja vorrandist ¢(t) = b iilemise raja t = (3.
Siis

b B
/ f(2)dz = / Flle®)¢ (.



Naiide 4. Arvutame [ = / V/8 — 22dz. Trratsionaalsusest vabanemiseks
teeme muutuja vahetuse x = 2v/2sint. Siis dz = 2/2 cos tdt ja
V8 — 22 = /8 — 8sin?t = V/8cos? t = 2v/2cost.
Arvutame rajad uue muutuja ¢ jaoks. Kui x = 0, siis sint = 0, millest ¢ = 0.
Kui z = 2, siis 2v/2sint = 2 ehk sint = \/75, millest ¢ = % Seega

I = / Qﬁcost-Q\/icostdt:é%/ cos? tdt =

0 0

= 4/4(1+cos2t)dt:4/4dt+2/4cos2td(2t):
0 0 0

s

ENE]

= 4¢ =7+ 2.

0

+ 2sin 2t
0

5.5 Ositi integreerimine

Olgu u(z) ja v(z) loigul [a; b] diferentseeruvad funktsioonid. Sellisel juhul
nende korrutise difrentsiaal

d(uv) = udv + vdu.

Punkti 4.1. jérelduse 1.6 pohjal on diferentsiaali d(uv) iiheks algfunkt-
siooniks ww. Integreerides viimast vordust rajades a-st b-ni, saame

b b
:/ udv+/ vdu
b b b
/udv:uv —/ vdu. (5.7)

Oleme saanud ositi integreerimise valemi méaratud integraali arvutamiseks.
Valemi kasutamisel on funktsiooni w ja diferentsiaali dv valiku pdhimotted
samad, mis médramata integraali korral.

e

Naiide 5. Leiame / In zdzx.

1

millest

dz
Valides siin v = Inz ja dv = dx, leiame du = — ja v = x ning ositi
x

integreerimise valemi (5.7) pohjal

¢ ¢ dzx
—/x~—:e—a:
1 1 Z
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5.6 Lopmatute rajadega paratud integraalid

Paratuid integraale on kahte tiiiipi. Kédesolevas punktis vaatleme lopma-
tute rajadega pératuid integraale ja jargmises punktis paratuid integraale
tokestamata funktsioonidest.

Definitsioon 1. Olgu funktsioon f(z) maaratud ja pidev poolldigul [a; 00).

N
Kui iga N € [a;00) korral on olemas méadratud integraal / f(x)dx ja

N
eksisteerib piirvairtus Nlim / f(z)dz, siis seda piirvddrtust nimetatakse
—00 a
funktsiooni f(z) 16pmatu iilemise rajaga paratuks integraaliks ja tahistatakse
o0

f(z)dz.

¢ Definitsiooni 1 kohaselt

N—o0

/a " F)ds = lim / Y e (5.8)

Seega tuleb pédratu integraali arvutamiseks leida koigepealt funktsiooni f(z)
méadratud integraal rajades a-st N-ni ja saadud avaldisest arvutada piirviartus
piirprotsessis N — o0.

Naiide 6. Leiame /
0

1+a2%
Arvutusvalemi (5.8) jérgi

*  dx . N dr i
= lim = lim arctanz

Definitsioon 2. Olgu funktsioon f(z) méaratud ja pidev poolldigul (—oo; b].

N

= lim (arctan N—arctan0) = g

N—oo

0

b
Kui iga M € (—o0;b] korral on olemas médratud integraal / f(z)dz ja
M

b

eksisteerib piirvaartus Mlim f(z)dz, siis seda piirvadrtust nimetatakse
——=00 Jar

funktsiooni f(z) l6pmatu alumise rajaga paratuks integraaliks ja tahistatakse

/_ boo f(w)de.

Definitsiooni 2 jargi

/boo f(@)dz = lim /Mb f(x)dz. (5.9)

M——o0

Kui funktsioon f(x) on méaratud ja pidev vahemikus (—o0; 00), siis mdle-
ma lopmatu rajaga pératu integraali defineerimisel jaotatakse integraal su-
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valises punktis ¢ € (—oo; 00) kaheks,

/_Z f(w)de = /_OO f(x)dx + /coo f(x)dz,

ning tekkinud liidetavatest esimene on lopatu alumise rajaga péaratu integraal
ja teine lopmatu iilemise rajaga péaratu integraal.

Definitsioon 3. Kui vordustes (5.8) voi (5.9) esinev piirvéértus on 1oplik,
siis 6eldakse, et pdratu integraal koondub, kui piirvdartus on lopmatu voi
piirvadrtust ei ole olemas, siis 6eldakse, et pdratu integraal hajub.

Naiide 7. Olgu a > 0. Uurime, milliste « vaértuste korral paratu integraal

/ —f koondub ja milliste vadrtuste korral hajub.

X
/°° dx . N dx
— = lim —

Leiame
T N—oo @ T

N N-atl q-o+1
= lim — )
N—oo \ —ax + 1 —a—+1

a

Kui a0 # 1, siis

—a+1
I = lim
N—oo —av + 1

Kui o > 1, siis

lim

o (e )~ e

st paratu integraal koondub. Kui o < 1, siis

' 1-a al-e
$ﬁ(u—aY‘u—MMl):m’
st paratu integraal hajub.
Kui o = 1, siis
N

*® dz )
— = lim Inzx
a X N—oo a

st ka antud juhul pératu integraal hajub.

= lim (InN —Ina) = oo,
N—oo

Seega péaratu integraal @ koondub, kui o > 1 ja hajub, kui a < 1.
xa

Paljudel juhtudel on Vajla vilja selgitada, kas péaratu integraal koonub
voi hajub. Integraali tegelik vadrtus seejuures ei olegi oluline. Koonduvuse
voi hajuvuse iile otsustamisel on abiks jargmised teoreemid. Sonastame need
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lopmatu iilemise rajaga pératu integraali korral, aga kehtima jéaédvad need ka
l6pmatu alumise rajaga ja molema lopmatu rajaga péaratu integraali puhul.

Teoreem 3. Kui poolldigul [a; 0o) méidratud ja pidevad funktioonid f(x)
ja (z) rahuldavad tingimust 0 < f(z) < ¢(z) ja paratu integraal

/mwwﬂx (5.10)

koondub, siis koondub ka pératu integraal

/mfwmw (5.11)

Kui poolldigul [a; 00) médratud ja pidevad funktioonid f(z) ja ¢(z) ra-
huldavad tingimust 0 < ¢(z) < f(x) ja paratu integraal (5.10) hajub, siis
hajub ka péaratu integraal (5.11).

Teoreem 4. Kui poollsigul [a; 0o) méératud ja pidevad funktioonid f(x)
ja o(x) on piiprotsessis * — oo ekvivalentsed, siis paratu integraali (5.10)
koonduvusest jareldub paratu integraali (5.11) koonduvus ja pératu integ-
raali (5.10) hajuvusest péaratu integraali (5.11) hajuvus.

Definitsioon 4. Pirartut integraali (5.11) nimetatakse absoluutselt koon-
duvaks, kui koondub péaratu integraal

[ 1t

Teoreem 5. Piratu integraali (5.11) absoluutsest koonduvusest jéreldub
selle koonduvus.
Naiide 8. Uurime pératu integraali

/ > arctan xzdx
1 1+ 2?2
koonduvust.
T

Poolldigul [0;00) on tédidetud tingimus arctanz < 5 Néite 6 pohjal

o arctan x
dratu int 1 koondub. Vottes t is 3 =]
pératu integraa /0 [ g2 oondub. Vottes teoreemis f(x) [ 2

1
o(zr) = g 1 g2 Seame, et antud paratu integraal koondub.

> dx
Naiide 9. Uurime pératu integraali / ] koonduvust.
2

Piirprotsessis  — oo on funktsioonid f(z) =

ja p(x) = — ekviva-
rz—1 T
lentsed, sest
1
lim ”Tl = lim

=1.
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< d
Néite 7 pohjal paratu integraal / & hajub. Seega teoreemi 4 pohjal hajub
9y T

ka antud pératu integraal.

o -
sin xdx
koonduvust.

Naiide 10. Uurime pératu integraali 5
1 x

sin x

1
[ga = € R korral on taisetud tingimus < —. Ndite 7 pohjal pédratu
x

oo
x
integraal — koondub. Teoreemi 3 pohjal antud pératu integraal koon-
x

2
dub absoluutselt ja teoreemist 5 jareldame, et antud péaratu integraal koon-
dub.

5.7 Péaratud integraalid tokestamata funktsioonidest

Olgu funktsioon f(x) tokestamata 16igu [a; b] 16pp-punkti b timbruses.

Definitsioon 5. Kui iga ¢ > 0 korral on olemas méédratud integraal
b—e b—e

f(z)dz ja eksisteerib piirvédrtus liII(l) f(z)dz, siis seda piirvéértust
E—>

a a
nimetatakse pératuks integraaliks tokestamata funktsioonist iilemise raja
b

timbruses ja tahistatakse [ f(z)dx.

Definitsiooni 5 kohaselt (f)éiratu integraal tokestamata funktsioonist iilemise
raja b iimbruses arvutatakse valemi

b b—e
/ f(x)dx = llir(l) f(x)dx (5.12)

abil.

Nagu ndha, on pératu integraali tokestamata funktsioonist oma kirjapil-
dilt tapselt samasugune, nagu méaédratud integraal. Asjaolu, et integreeritav
funktsioon on tokestamata mingisuguse 16igus asuva punkti iimbruses, tuleb
igaiihel endal dra taibata.

Olgu funktsioon f(z) tokestamata 16igu [a; b] alguspunkti a timbruses.

Definitsioon 6. Kui iga ¢ > 0 korral on olemas méaratud integraal
b

f(z)dx ja eksisteerib piirvéértus lir% / f(x)dx, siis seda piirvadrtust
ate % Jate
nimetatakse pératuks integraaliks tokestamata funktsioonist alumise raja

iimbruses ja tdhistatakse / f(z)dz.

Definitsiooni 6 kohaselt paratu integraal tokestamata funktsioonist alu-
mise raja a timbruses arvutatakse valemi

/ f(zx d:c—hm f(z)dz (5.13)
a+te

14



abil.
Kui funktsioon f(z) on tokestamata 16igu [a; b] sisepunktis ¢, siis kasuta-
des madratud integraali 16igul aditiivsuse omadust, kirjutame

/abf(x)dm:/acf(x)dx+/cbf(x)dx

ja tekkinud summas on liidetavad juba defineeritud tiiiipi paratud integraalid.

Kui arvutusvalemites (5.12) ja (5.13) olevad piirvaartused on loplikud, siis
oeldakse, et paratu integraal koondub, kui aga need piirvaédrtused on 16pmatud
voi neid ei ole olemas, siis 6eldakse, et pdaratu integraal hajub.

Definitsioon 7. Paratut integraali nimetatakse absoluutselt koonduvaks,
kui koondub pératu integraal

b
| 1#@)de

Naide 11. Uurime, kuidas soltub pératu integraali

/ (bf—z) (5.14)

koonduvus voi hajuvus astendajast a.

Integreeritav funktsioon — on tokestamata iilemise raja b iimbruses.

L
(b—2)

Seega valemi (5.12) jargi

/b dz —lim/ba dz
o (b—z) =0 ), (b—ax)

Oletame, et a # 1. Kasutades diferentsiaali mérgi alla viimist saame, et

b—e b—e —a+1 |b—¢
) dx . —a _(b—mx)7F
b | Goae = ") (G-e)db-w)=—ln e
—a+1 bh— —a+1 bh— l—«a 11—«

e=0 | —a+1 —a+1 e—0 1 -« 1 -«
Kuia>1,siisa—1>0ja lin%e“_l = 0, seega

-« 1

lim =1 = 00,

st paratu integraal hajub.
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Kuia<1,siisl—a>0ja lir%sl_o‘ = 0, seega
E—

11—« 11—«

Y

hm[(b—a)l‘“ gl—a] (b—a)l—

e—0 11—«

st paratu integraal koondub.
Kui o = 1, siis

b—e b—e _ b—e
lim _dr —lim M:—limln|b—:ﬁ| =

e—0 b— ) e—0 b—=x e—0
o (b—2) a a

= lirré (In|b—al —Inle|) = oo,

st ka antud juhul pératu integraal hajub.

Jarelikult péaratu integraal (5.14) koondub, kui a < 1ja hajub, kui o > 1.

Paratute integraalide tokestamata funktsioonidest korral kehtivad eelmi-
ses punktis sonastatud teoraamidega analoogilised teoreemid.

Teoreem 3’. Kui poolldigul [a; b) méédratud ja pidevad funktioonid f(x)
ja ¢(z) rahuldavad tingimust 0 < f(z) < ¢(z) ja paratu integraal

b
/ p(z)dz (5.15)

koondub, siis koondub ka pératu integraal

b
/ f(z)dz. (5.16)

Teoreem 4’. Kui poolldigul [a; b) méédratud ja pidevad funktioonid f(x)
ja @(x) on piiprotsessis * — b ekvivalentsed, siis paratu integraali (5.15)
koonduvusest jareldub pératu integraali (5.16) koonduvus ja pératu integ-
raali (5.15) hajuvusest paratu integraali (5.16) hajuvus.

Teoreem 5’. Pératu integraali (5.16) absoluutsest koonduvusest jéareldub
selle koonduvus.

5.8 Mairatud integraali ligikaudne arvutamine

Newton-Leibnizi valemi kasutamine maaratud in-

tegraali arvutamiseks nouab integreeritava funktsiooni algfunktsiooni leid-
sin 1
mist. On aga suhteliselt lihtsaid funktsioone, néiteks e‘“’”2, ja —, mil-
T nx
lel elementaarfunktsioonide hulgas algfunktsioon puudub ja Newton-Leibnizi
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valem ei ole rakendatav. Sellisel puhul kasutatakse méédratud integraali ar-
vutamiseks ligikaudseid meetodeid. Vaatleme kéiesolevas punktis neist iihte,
nn trapetsvalemit.

Trapetsvalemi tuletamiseks jaotame integreerimisloigu [a; b] n vordse pik-

kusega osaloiguks. Uhe osaldigu pikkus on sellisel juhul A = ;a‘ Té&histame
jaotuspunktid g = a, 1 = a+ h, 2 = a + 2h, ..., x} " a+ kh, ...,
Tn, = a + nh = b ja arvutame nendes jaotuspunktides funktsiooni vaartused
Yo = f(xO)a Y1 = f(ml)7 Y2 = f(x2)7 o Y = f($k)7 vy Yn = f(xn)

Vertikaalsed sirged x = xp, K = 1, 2, ..., n — 1 jaotavad kovertrapetsi
abBA n kovertrapetsiks PQRS. Uhendame punktid R ja S sirgega, mille tu-
lemusena tekib trapets PQR.S, mille aluste PS ja QR pikkused on vastavalt
Yk—1 ja Y ning korguseks iihe osaldigu pikkus h. Selle trapetsi pindala

_ Yk + Yk

Sk 5

- h.

Trapetseid PQ RS on n tiikki ja nende pindalade summa iseloomustab li-
gikaudu kovertrapetsi abB A pindala. On ilmne, et trapetsite pindalade sum-
ma iseloomustab kovertrapetsi pindala seda tépsemalt, mida suurem on n,
st mida suuremaks hulgaks osaldikudeks on jagatud 16ik [a; b]. Kovertrapetsi
pindala on aga médratud integraali geomeetriliseks tdhenduseks. Seega on
méadratud integraal ligikaudu vordne trapetsite PQ RS pindalade summaga,
st

Yo + Y1+ Yo

.h+‘_'+w.h_

h
* )

b
t/ﬂ@ﬁw&+&+m+&—
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h
Vottes 5 sulgude ette, saame ligikaudse valemi

b
h
/ fx)dw = 5 (yo + 241 + 2y2 + -+ 2yt + Yn), (5.17)

mida nimetatkse trapetsvalemiks. Paneme téhele, et saadud valemis koik
funktsiooni véartused esinevad kahekordselt, va funtsiooni vaértused integ-
reerimisloigu otspunktides yo = f(a) ja y, = f(b).

2

Naiide 12. Arvutame trapetsvalemi abil zidx.

0
Néide on valitud nii, et seda integraali oleks voimalik ka tépselt arvutada
ja trapetsvalemi abil saadud tulemustega vorrelda. Newton-Leibnizi valemi
2 312
e 2 x 8
argi ridr = —| == =2,(6).
jirei | 7. =3-26)
Arvutame sama integraali trapetsvalemi abil, jagades integreerimisldigu

[0; 2] neljaks osaldiguks, st vottes n = 4. Siis iihe osaldigu pikkus h = % =
0,5 ja jaotuspunktideks on punktid zo = 0, x1 = 0,5, x5 = 1, z3 = 1,5 ja
T4 = 2.

Arvutame jaotuspunktides funktsiooni f(x) = z? viidirtused yo = 0, y; =
0,25, yo = 1, y3 = 2,25 ja ys = 4. Trapetsvalemi (5.17) pohjal

2
/ 22dr ~ 0,25(0+2-0,25+2-1 422,25+ 4) = 2, 75.
0

Arvutame sama integraali trapetsvalemi abil, jagades integreerimisléigu
[0; 2] kaheksaks osaldiguks. Siis ithe osaldigu pikkus on h = 0,25 ja jaotus-
punktid on g = 0, x1 = 0,25, 29 = 0,5, xz3 = 0,75, x4 = 1, x5 = 1,25,
re=1,5, 7 =1,75 ja zg = 2.

Funktsiooni f(z) = z? viirtused jaotuspunktides yo = 0, y; = 0, 0625,
yo = 0,25, y3 = 0,5625, y4 = 1, y5 = 1,5625, ys = 2,25, yr = 3,0625 ja
ys = 4. Trapetsvalemi (5.17) jargi

2
/ 22dz ~ 0,125(0+2-0,0625+2-0, 25-42-0, 5625+2-142-1, 5625+2-2, 25423, 0625+4) = 2, 6875.
0
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